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Es ist mir nicht möglich, die Lösung des Problems, das ich mir anfangs für diese 
Arbeit gestellt habe, zu veröffentlichen, da ich die Untersuchungen darüber noch nicht 
habe zum Abschluss bringen können. Ich hoffe, im Laufe des Jahres näheres darüber 
mitteilen zu können, und beschränke mich hier darauf, die Grundzüge der Theorie der 
Charakteristiken partieller Differentialgleichungen zu zeichnen und ihre Bedeutung für 
die Integration der Gleichungen darzulegen. 

Eine partielle Differential -Gleichung 1. Ordnung mit 2 unabhängigen Veränder- 
lichen hat die Form 

y 3z 3z \ 

3z 3z 
Ein Integral z = z (x, y) dieser Gleichung stellt eine Fläche dar. — , — bestimmen die 

Richtungskosinus der Normalen in einem Flächenpunkte. Da die Differentialgleichung 
eine Beziehung zwischen diesen Grössen bildet, so scheidet sie aus allen in einem 
Punkte möglichen Richtungen eine Schaar aus. Diese Schaar bildet einen .Kegel. 
Die Differential-Gleichung ordnet also jedem Punkte einen Kegel zu, sie bestimmt ein 
räumliches Kegelfeld. Die Gleichung integrieren heisst, die Flächen suchen, die auf 
das Kegelfeld passen, das sind die Flächen, deren Normalen in jedem Punkte mit 
einer der Erzeugenden des betreffenden Kegels zusammen fallen. 
Die Gleichung heisse z. B. 

3z 

5~ a 

Dann ist cos (n,x) = [(n,x) ist der Winkel, den die Normale mit der x Achse bildet]. 
Für jeden Punkt ist die Normale senkrecht zur x Achse. Das Kegelfeld besteht 

aus allen zur x Achse senkrechten Richtungen. Die Normalen-Kegel arten aus in die zur 

y z Ebene parallelen Ebenen. Auf dieses Kegelfeld passen alle Cylinderflächen, deren 

Erzeugende parallel zur x Achse sind. 

Die Integration verifiziert das geometrisch gefundene Resultat. Aus 

| = folgt 

z = w (y), wo w eine willkürliche Funktion ist. 
Diese Gleichung stellt in der Tat die angegebenen Cylinderflächen dar. 
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Zunächst ist die Frage zu entscheiden, ob es zu jeder gegebenen Differential- 
Gleichung Integrale gibt, und wie gross die Mannigfaltigkeit der Lösungen ist. In der 
Sprache der Geometrie lautet die Frage: Lassen sich auf jedes vorgegebene Kegelfeld 
passende Flächen konstruieren, und wieviele? 

Der Cauchy'sche Existenzsatz gibt darüber Aufschluss. Unter der Voraussetzung, 
dass sich die vorgelegte Differential-Gleichung nach z y auflösen, also auf folgende Form 

z y = «ß(z Xl z,x 1 y) 

bringen lässt, wo 5ß eine Potenzreihe der Argumente ist, gibt es stets ein und nur ein 
analytisches Integral, das die Nebenbedingung 

Z y= <p (x) =<!>(x) 

erfüllt. 

y = cp (x), z = <J> (x) stellen eine Kurve im Räume dar. Unter den oben ange- 
gebenen Voraussetzungen gibt es also stets eine und nur eine Integralfläche, die durch 
eine beliebig angegebene Kurve hindurch geht. 

Wir wollen nun annehmen, wir hätten eine Integralfläche gefunden. Wir werfen 
die Frage auf, ob wir durch einen Punkt auf der Fläche eine Kurve so legen können, 
dass die Voraussetzungen des Existenzsatzes nicht erfüllt sind, wir also nicht schliessen 
können, dass durch diese Kurve y = y (x), z = z (x, y (x) ) die Fläche eindeutig 
bestimmt sei. 

Wir setzen: r, = y — y (x) ; y = ij + y (x) 

z (x, y) = z (x, 7j -f y (x> ) = £ (x, r,). 
Dann ist 

^ x _Zx-t-z y5 ^ , 
also: _ „ dy 



Unsere Differential-Gleichung erhält dadurch die Form 

FK- 
Die Nebenbedingung lautet 



F K-^S'S ,,;,x,rj + y(x)) = 



z =C(x) 

T]=0 

Die Nebenbedingung soll so gewählt sein, dass der Existenzsatz nicht anwendbar 
ist. Die Gleichung darf sich also nicht nach £ auflösen lassen. Da F eine analytischen 

3F 
Funktion ist, so ist die Auflösung möglich, sobald ^-=^0 ist. Die Bedingung dafür, 

V 

dass sich die kanonische Form nicht erzwingen lässt, lautet somit: 
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3F 
1 


= 0, d. 


i. 


3F 


dy(x) 
dx " 


3F 


3zx 


' 3Zy 



o (1) 

Dieser gewöhnlichen Differential-Gleichung erster Ordnung genügen also alle auf 
der Fläche z = z (x, y) liegenden Kurven y = y (x), für die sich die kanonische Form 
nicht erzwingen lässt. Durch jeden Punkt der Fläche geht eine solche Kurve. Wir 
nennen sie Charakteristik und können unser Resultat folgendermassen formulieren: 

Auf jeder Fläche gibt es durch jeden Punkt eine durch die Gleichung (1) defi- 
nierte charakteristische Kurve. Ist eine dieser Kurven als Nebenbedingung gestellt, 
so können wir aus dem Existenzsatz nicht schliessen, dass die Integralfläche fest- 
gelegt ist. 

Die Gleichung (1) definiert die Charakteristik erst dann, wenn die Integralfläche 
bekannt ist. Wir stellen nun die Frage: Ist es nicht möglich, die Charakteristik 
unabhängig von der Fläche zu bestimmen ? 

Wir setzen: 3z 



3i = 


= z x = 


P 


3z 






3y = 


= z,= 


q. 


3F 
3z7 


= Fp 




3F 
3z7 


= Fq 





Dann ist: dz . dy , dy 

^ = ^ + z y ^=p + q^ 

Für die Charakteristik ist [aus (1)] 

dy _Fq 
dx — Fp' 
also gilt für sie die Differential-Gleichung 

dz _„ i Fq_ pFp + q F q 

dx — p " 1_4 Fp~ Fp 
Ferner ergibt sich durch Differentiation : 

dx — Zxxi-Zx,^ 
dx -Zx y -r-Zyy^ 
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Wir setzen wieder -^ = ^1 und erhalten: 
dx Pp 



dz« 



Fn 



dx 

dZy 

"dx" 



Ä? 



Fp 

. ^ P ^xy ~|~ -T q Zyy 



•xy 



(a) 



Wir differentiieren die Gleichung F(z x , z yi z, y) = nach x und y und erhalten: 

+ F Z z xy + F z z x + F x = 

, + F z z y + F y = 



F Zx Zxx 



z y z *y 



P *,^+.- F -> 



z v "xy ~r A z„ • z yy 



Daraus folgt 



F p Zv X + F q z xy = -(pF z + F x ) 
F p z xy +F q z yy = -(qF z -F q ) 
Die Gleichungen (a) nehmen die Form an: 

dp_ P F z + F x 
dx K p 

dq_ f t F z + F r 



dx 



F, 



Für die charakteristischen Kurven bestehen also folgende 4 gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

dy F q 



dx 

dz_ 
dx 



dx — " 



'Fp 
P-F p +qF q 

PF 7 .+ Fx 



F„ 



(2) 



dx u 

Durch Integration dieses Systems ergibt sich stets ein System von Funktionen 
z, y, p, q, die für x = x die Werte z 0l y 0| p 0l qo annehmen. Die Integrale haben die Form 

y = y (x, x 0l y 0l z 0l p 0l q ) 
z = z (x, x 0| yo, z 0| po, qo) 
P = P (x, x 0l y 0| z 0| p 0l q ) 
q = q (x, x y 0l z , p 0l q ) 
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Um eine eindeutige Lösung zu bekommen, genügt es also nicht, einen Punkt 
(x , yo, Zo) zu geben. Wir müssen vielmehr noch p 0l q geben, d. i. die Richtung einer 
Ebene, die Tangentialebene zu einer durch den Punkt gehenden Integralfläche ist. 
Dann aber bestimmen unsere Differentialgleichungen (2) nicht nur die charakteristische 
Kurve, sondern sie geben für jeden ihrer Punkte noch das zugehörige p, q, d. i. die 
Richtung der Tangentialebene der durch den Punkt gehenden Integralfläche. Ist also 
ein Berührungselement (Punkt mit Ebene) gegeben, so definieren die Gleichungen (2) 
einen charakteristischen Streifen. 

Wie viele Integralflächen gehen durch einen charakteristischen Streifen? Durch 
eine Kurve z x=x = cp (y) sei eine Integralfläche z = z (x, y) festgelegt. Auf dieser 

Fläche geht durch den Punkt x yo ein charakteristischer Streifen. Er ist durch die 
Gleichungen (2) bestimmt, wenn noch p und q bekannt sind. Von diesen beiden 
Grössen brauchen wir aber nur eine zu geben. Ist ausser z = cp (y) noch q = cp 1 (y) 
bekannt, so lässt sich p aus der Gleichung 

F(z 0| p , q ,x yo) = 
berechnen. Durch den Punkt x yo gehen nun unendlich viele Kurven, denen die- 
selben Werte cp (y ) und cp' (y ) zukommen. Jede dieser Kurven bestimmt eine Integral- 
fläche, und da jede dieser Flächen den ganzen charakteristischen Streifen — er war 
ja durch cp (y ) und cp' (y ) bestimmt — enthält, so folgt : 

In der Charakteristik berühren sich unendlich viele Integralflächen. 

Wir wollen nun noch zeigen, wie sich aus dem charakteristischen Streifen die 
Integralflächen konstruieren lassen. Durch die Werte x = x 0| y =7j, z = cp (tj), p =7u, 
qo = cp' (r]) ist eine charakteristische Kurve bestimmt. Ihre Gleichungen ergeben sich 
durch Integration der Gleichungen (2) zu 

y = y (x, Xo, r h cp fa) n <p l fa)) J 

z = z (x, x 0| r h cp (yj), tc, cp' (ij)) J 

Betrachten wir nun rj als veränderlich, so stellt x = x , y = >) eine Kurve 
dar und die Gleichungen b definieren die durch jeden Punkt der Kurve hindurch- 
gehenden Charakteristiken Nehmen wir zu (b) noch die Gleichung 

F («, cp», cp, x 0l ij) = 
hinzu,- so können wir aus diesen 3 Gleichungen n und 7) eliminieren. Somit erhalten 
wir 'eine Gleichung zwischen x, y, z, ein Integral. Um eine durch eine gegebene Kurve 
gehende Integralfläche zu konstruieren, verfahren wir also folgendermassen : Wir legen 
durch alle Punkte der Kurve die Charakteristiken. Diese schliessen sich zur Integral- 
fläche zusammen. 

Es ist also möglich, aus den Charakteristiken die Integralflächen aufzubauen. 
Da wir alle charakteristischen Kurven durch Integration der Gleichungen (2) erhalten 
können, so lässt sich die Integration von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung 
auf die Integration der genannten 4 gewöhnlichen Differentialgleichungen zurückführen. 
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